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This paper studies the problem of Hermite—Birkhoff interpolation with splines.
Interpolation knots and spline knots may be considered as “dual” clements.
This leads to a dual problem which is poised if and only if the original problem
is poised. Estimations of the number of zeros in the appropriate interpolation
kernel yield a Cauchy type representation of the interpolation error for certain
cases of Hermite problems.

EmNLEITUNG

Sei —1=x, <x < <x, <x,,=+1 eine Knotenverteilung,
E= (e, )i "t — e;; = 0 oder = 1 — eine Inzidenzmatrix und S eine
Funktionenklasse mit dim S = | E | := Z?jol Z;Z,l e; ; - Unter dem Problem
der Hermite-Birkhoff Interpolation versteht man die Fragestellung, wann die

Interpolationsaufgabe
seS, s9(x) =y, fallse,;, =1, N

bei beliebiger Wahl der Zahlen y, eindeutig losbar ist.

Der Sonderfall der Polynominterpolation wurde erstmals von Birkhoff [2]
untersucht, 1966 von Schoenberg [10] wiederaufgegriffen und in den darauf-
folgenden Jahren von verschiedenen Autoren eingehend behandelt (vgl. das
ausfiihrliche Literaturverzeichnis von Sharma [12]). Wir befassen uns hier
mit dem allgemeineren Problem, dass unter § ecine Klasse von Spline-
funktionen verstanden wird. Charakterisiert man S anhand einer weiteren
Knotenverteilung —1 <z; <z, < - <z, << +1 und eciner zweiten
Inzidenzmatrix E*, so fiihrt eine ““‘duale” Betrachtungsweise von Splineknoten
und Interpolationsknoten auf ein zu (J) duales Problem (J*).

Objekt unserer Betrachtungen sind die zu (J) bzw. (J*) gehdrenden
Interpolationskerne, die in die Peano—Darstellung des Interpolationsfehlers
singehen. Diese Kerne zeichnen sich durch eine gegenseitige Symmetrie aus,

119

Copyright © 1976 by Academic Press, Inc.
All rights of reproduction in any form reserved.



120 K. JETTER

auf der die in Kapitel 2 bewiesene Aussage “(J) ist genau dann frei (poised),
wenn (J*) frei ist” aufbaut.

Eine verallgemeinerte Form des Satzes von Rolle liefert in Satz 3.2 eine
Abschitzung fiir die Anzahl der Nullstellen von Interpolationskernen. Im
Unterschied zu entsprechenden Nulistellenbetrachtungen von Lorentz [8]
an Birkhoff-Kernen wihlten wir eine Definition der Nullstellenvielfachheit,
die Vorzeichenwechsel mit Nullstellen ungerader Ordnung gleichsetzt.
Satz 3.4 zeigt, dass sich die Aussage von Lorentz [8, Theorem 1] auch fir
unsere Betrachtungen beweisen lisst. Dies verdeutlicht den wesentlichen
Einfluss gestiitzter ungerader Sequenzen auf solche Nullstellenabschitzungen.

Eine Anwendung der in Abschnitt 3 bewiesenen Abschidtzungen liefert
Definitheitsaussagen fiir die Interpolationskerne gewisser Hermite-Probleme
(Satz 4.1 bzw. Satz 4.2). Dadurch lassen sich alle Hermite-Probleme
charakterisieren, fiir die der Interpolationsfehler eine “verallgemeinerte
Cauchy-Darstellung” besitzt.

1. PROBLEMSTELLUNG

Zu natlirlichen Zahlen m > 1, n > 0, k > 0 und fest vorgegebenen
reellen Knoten

—l =xy <x; <+ <X, < Xpyq:i= -1,

(L.D)
—l =rzy <z < o <z < Zyyq = 1
betrachten wir zwei Inzidenzmatrizen
E = (ei,j)?:ol ?L_ola E* = (e;,k’q);ﬁ:}) ZZ)I (1.2)

—e;; und ey , = 0 oder = 1—mit folgenden Zusatzvoraussetzungen:

a. Die inneren Zeilen von FE und E* seien keine Nullzeilen.
b. e +tel,1 ;=1 fir j=0..,.m—1, falls (i,p) = (0,0) oder

Gp)=®m+1Lk+ 1. (1.3)
c. e;+e, 1 <1firj=0,...,m—1fallsx; =z,. (1.4

&k m-1 n+1 m-—1
d m+ 3 Yea=) Y ey- (1.5

p=1 q=0 i=0 j=0

Aus (1.3) und (1.5) folgt offensichtlich

n k+1 m—1

m + Z mz_:]- ez'yj = Z Z e:,q. (1.5*)

=1 j=0 p=0 g=0
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Mity,” := y"fiiry > Ound := 0fiir y < 0 definieren wir reelie Funktionen-
Klassen (0! := 1)

7% 'S() Za _L_imzl __._Z_f’l.)j"y'b_ijz
= b= " pl = 5 ””(m I — g

e* =1

und

. met . n m—1 (Z—-x)nlj)
.. _ A IS
S* = %S‘S(t) = Z; a; l" Ti; j; 1.9 (”,l___ 1 __]) g

e; ;=1

Ziel unserer Betrachtungen sind Aussagen tiber die folgenden beiden
Spline-Interpolationsprobleme mit Birkhoff-Bedingungen:

seS, sYx) = v/, falls e; ; = 1,

_ , o)
i=0,..,n1-+1, i=0..m—1;

seS* s9(z,) =70 fallses,=1,

/)
p=0,..,k+1, g=0,.,m—1L

Dabei seten y/ und y,? beliebige reelle Zahlen, die wir kinftig als
Ableitungen f9(x;) bzw. f®(z,) einer reellen Funktion f interpretieren
wollen. Bedingung (1.4) garantiert, dass alle erforderlichen Ableitungen
fur die mterpoherenden Sphnes ex1stleren und wegen dim S = m +
Zp L o ef,, dimS* = m -+ Y7, }:H, e; ;folgt aus (1.5) und (1.5%), dass
den Problemen (J) und (J *) quadratische Koeffizientenmatrizen der
Dimension dim S bzw. dim $* zugeordnet sind.

Wir betonen, dass {(J) und (J*) nur dann definiert sind, wenn alle vier
Elemente X := (—1, %y ,.., X,, 1), Z:=(—1,2y,..., 2, 1), E und E* fest
vorgegeben sind. Die inneren Zeilen von E und E* kinnen hierbei unter der
Einschrinkung (1.4) unabhingig voneinander gewihlt werden, wihrend
sich die #usseren Zeilen von E und E* durch die “Dualititsforderung” (1.3}
gegenseitig bestimmen. E* ist demnach genau dann allein durch E eindeutig
bestimmt, falls k = 0, also (J) ein polynomiales Birkhoff Problem ist.

(/) oder (J*) nennen wir frei (poised), wenn das zugehdrige homogene
Problem nur die triviale Losung s = O besitzt. Ist dies der Fall, so hat
{(J) bzw. (J*} stets eine eindeutige Losung, und es ldsst sich jeder reellen
Funktion, welche die vorkommenden Ableitungen hat, ein ecindeutig
bestimmter Interpolationsspline J(f) bzw. I*(f) aus S bzw. S* zuordnen.
Funktionen aus S bzw. S*, insbesondere Polynome vom Héchstgrad m — 1,
werden durch die Operatoren 3 bzw. I* reproduziert. Fiir jedes x e {—1, +1]
kénnen wir deshalb auf die Linearformen L:f —f(x) — 3(f, x) und

640/17/2-2



122 K. JETTER

L*: f— f(x) — 3*(f, x) den Satz von Peano anwenden, so dass fiir die
Interpolationsfehler unter der Voraussetzung fe C™[--1, 411 die folgende
Darstellung gilt:

F6) =300 = [ F™@ ke, d mit
K(x, 1) 1= 1fim — DM — 0t — [0 — £ (1.6)

F0) = 2 = [ fm@ ke, de mit

(1.6%
k*(x, 1) == 1/m — DR — 7 — J*x — 71
Der Index x soll verdeutlichen, dass der Interpolationsoperator 3 bzw. JI*
beziiglich der Variablen x wirkt. Istin (J) oder (J*) eine (m — 1)-te Ableitung
vorgeschrieben, so werde in der Definition der Interpolationskerne & und k*
fiir x = —1 die rechtsseitige, sonst die linksseitige (m — 1)-te Ableitung
von (x — t)7~* betrachtet.

Offensichtlich gehen (J) und (J*) durch Austausch von Interpolations-
knoten und Splineknoten unter Beriicksichtigung dualer Forderungen in den
Punkten —1 und +1 auseinander hervor. Wir werden deshalb (J*) als das
zu (J) duale Problem bzw. (J) als das zu (J*) duale Problem bezeichnen.

BEISPIELE.
. m=3n=2k=1,X=(—1, —

o=t

> %7 1)3 zZ = (‘13 0! 1)3

)

2. Polynomiale Birkhoff-Probleme sind dual zu Spline-Interpolations-
problemen mit zwei Interpolationsknoten.

—_ e e
bt e

01 0
0
IR .
E=1y1 ol E*[i
10 0

3. Falls X == Z und E = E* ist, sprechen wir von einem selbstdualen
Problem. Fiir solche Probleme folgt aus (1.3), dass m gerade ist und E nur
spezielle dussere Zeilen besitzt, die jeweils genau m/2 Einsen enthalten.
ZB.erthiltmanfirm =4, n=%k =1, X = Z = (—1,0, 1) und

1 0 1 0
E = E* = [1 00 0] ein selbstduales Problem.
1 1 00
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Durch Integration von (1.6) und (1.6*) erhilt man zwei Quadraturformein

[Trwax = ["s¢xdc R, Rf=0firfes. (@

(™ f) dx = f“ SHfx)dx+ RY, R = 0 firfesS*, (0%

Y1 -1

deren Fehler die Darstellung

Il

+1
| k(1) ax, a.n

—1

Rf — f: F K@ dt, K@)

»

R¥f = f: FoO KXy d, KX = jilk*(x, Hdx (179

besitzen. Wir nennen (Q) und (Q*) zueinander duale Integrationsformeln
und K, K* zueinander duale Peanokerne.
Falls {(J) frei ist, miissen notwendig die “‘Verschrinktheitsbedingungen”

E m—-1 s m—1
m- Y ene= Y Y e (1.8}
p=1 ¢=0 i=i; §=0
@y <2<y

1 2

fiir alle Paare iy, i, mit 0 < i, <7, < n + 1 gelten. Wiren sie nimlich fiir
ein Indexpaar i;, i, nicht erfillit, so wilrde i; < i, und (4, , i) # O, n + 1)
folgen, und das von (J) auf [x; , x; ] induzierte Interpolationsproblem wére
tiberbestimmt. In den folgenden Betrachtungen sei deshalb stets (1.8) voraus-
gesetzt. FEine einfache Rechnung zeigt, dass damit auch die “dualen
Verschranktheitsbedingungen”

n m-1 P2 m—1
mt Y Y €= ) ) e (1.8%)
i=1 j=0 p=p; 9=0
By <T;<Z,

fir alle Paare p;, p, mit 0 << py < p, << k + 1 erfiillt sind.

2. EIN DUALITATSSATZ

Wie die folgende Aussage zeigt, besteht eine enge Verbindung zwischen der
cindeutigen Lsbarkeit der Probleme (/) und (J*).

Satz 2.1. (J)ist genau dann frei, wenn (J*) frei ist.
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Beweis. Falls (J) frei ist, ist der Kern k durch (1.6) wohldefiniert. Mit
k*(x, t) 1= (—1y" k(¢, x) 2.1

erhalten wir wegen (—1y"(t—x)7" = x—67"—(x—¢y=! und
S(x — )] = (x — ) h

k*(x, ) == 1/(m — DHx — 077" — Jul(x — 771, 22

und die Cramersche Regel liefert

o " e
Jt[(-x — f) 1] 2 dy, m(x) “I‘ 1;231 ,E:) ay, q(x) (m _ q)! ’
& =1
(2.3)
n+1l m—1
aw,q(x) = Z Z ;]q aﬂ( - t)m—l
Zzeo :0 =,

mit Funktionen g, ,, die auf (—1, 4-1) mit eindeutig bestimmten Splines
aus S* iibereinstimmen.

Aus (2.2) und (2.3) folgt, dass &/ot7 k*(x, t) beziiglich der Variablen ¢in —1
rechtsseitig stetig und in -1 linksseitig stetig gegen 0 geht, falls ¢, ; = 1 bzw.
€y.1,; = list. Fiir xe [—1, +1] und fe C®[—1, +1] liefert deshalb wieder-
holte partielle Integration unter Beachtung von (1.3)

k+1 m—1

[Tk g d =) = 3T a0 f9E) @

D=0 . G=0
=
e
»,2

mit Funktionen §, , , die wir als Restriktion eindeutig bestimmter Funktionen
5548 auf [—1, +1] betrachten kdnnen. Da &/t k*(x, t) fir (i,j)e
{1,....,n} X {0,...,m — 1}}, e;; = 1, beziiglich der Variablen ¢ in x; stetig
ist und den Wert 0 annimmt (man beachte (1.4), (2.2), und (2.3)), gilt die
Identitdt (2.4) auch fiir Funktionen f = s € §*, so dass wir wegen s = 0

500 — z mi 50.4(3) 59(2,) 2.9
=1

"II

erhalten.
Nun gilt

04Yox* k*(x, t) |gmr, = 0 identisch fiir ¢ € (—1, 1), (2.6)
falls (p, q9) €{{0,...., k + 1} x {0,...,m — 1}} und e, = 1. Um dies einzu-
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sehen, sei erwdhnt, dass die Funktion &7/ox2(x — )i |, auf (—1, +1)
mit einem Spline aus S Ubereinstimmt und folglich durch den Operator J;
reproduziert wird. Offensichtlich genligt es deshalb, die Anssage

070x% Jy[(x — 7] loms, = Jul090x%(x — D7 |oms )

zu  zeigen, die aber unmittelbar aus (2.3) und den wegen (1.3)
und (1.4) giiltigen Identititen d¥/dx?[0/ot)(x — )17 |y ] |gwe = dfdt) ¥
[0°)0x%(x — )" [as ] lims, » falls €;; = 1, folgt.

Variiert man nun die Funktion fin (2.4), so liefert (2.6), dass die Funktionen
5,4 gerade die zu (J*) gehorenden “Lagrange-Grundfunktionen” sind, d.h.
es gilt

590z,) =1, fallsp=p" und ¢g=gq

= 0, sonst,

fiir (p: Q); (P’: q’) E{{O,..., k + 1} X {09-'-: m— 1}}9 S;:,q = S;k’,a" = 1.

E+1 m—1
J*if > 3 2 Spaf Oz
p=*0 =0
ep’q=1
ist der zu (J*) gehérende Interpolationsoperator und k* der entsprechende
Interpolationskern.
Eine Dualisierung der bisher bewiesenen Aussage liefert schliiesslich die
Behauptung des Satzes.
Als grundlegende Beweisidee kann die Symmetriebezichung (2.1} zwischen
den Kernen & und £* angesehen werden:

KoroLLAR 2.2. Falls die Interpolationsprobleme (J) und (J*) frei sind,
gilt fiir alle (x, t) e {(—1, +1) x (—1, +1)}:

k(x, 1) = (—1)y™ k*(2, x). Q.7

Mit (2.7) erhalten wir schliesslich eine interpolatorische Deutung der
Peanokerne K und K*:

KoORoOLLAR 2.3. Falls die Interpolationsprobleme (J) und (J*) frei sind, gilt
fiir die Peanokerne der zugehorigen Interpolationsquadraturen (Q) bzw. (Q*):
a. K@) = (=D"/m!{r™ — 35"}
b K*@) = (=1 /m! {t™ — 3™}
c. [MKR@dr = (—r " K¥(r)dr.
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Beweis. a. K(f) = [} k(x, 1) dx = (—1)™ [} k*¥(t, x) dx = (—1)™/m! X
{r™ — JX1™)}. Um die letzte Identitdt einzuseben, vertausche man in (1.6%)
die Variablen x und ¢ und setze f(¢) = t™/m!.

b. folgt durch Dualisierung der Aussage a. und c. folgt sofort aus (2.7).

3. EIGENSCHAFTEN DES KERNS K(X, T)

Im folgenden betrachten wir unter der Annahme, dass (J) frei ist, fiir festes
x € (—1, +1) den Interpolationskern

kyit—kx, 1) = 1/(m — D{(x — 7t — J,[(x — o)
Offensichtlich verschwindet kmZ identisch, falls e; = 1 ist. Mit X, :=
{x1i=0,.,n+1,¢,,=1}, g =0,.,m— 1, setzen wir deshalb in den
weiteren Uberlegungen voraus, dass x in {(—1, --1)\ X} liegt.

Fiir festes # € {R\[—1, +1]} stellt (x — #)7* auf [—1, -+1] ein Polynom dar,
das durch 3, reproduziert wird. Deshalb gilt

k(t)=0 firalle te{R\[—1,+1]. 3.1)

Um Aussagen in Intervall (—1, -+1) zu erhalten, greifen wir auf die nach
Korollar 2.2 giiltige Darstellung von k&, zurtck:

ko(t) = (=1"m — DR — 077 — I3[ — 07

—b" 5 = — x)r
— (n%:)T)T (¢ — xm — EO a;(x) ;,— - ; ,-;, a; {x) gn—_%])’
v (3.2)

fir e (—1, +1). k, ist also ein Spline vom Grad m — 1, und k2 besitzt
hochstens Unstetigkeitsstellen in X,,_y_, (¢ = 0,..., m — 2) bzw. {x} U X,
(g=m—1).

Wir definieren nun, was wir unter einer Nullstelle von k2, g = 0,...,m — 1,
verstehen wollen. Dabei bezeichne [, , b,] das kleinste Intervall, auf dessen
Komplement k%2 identisch verschwindet, I, die Gesamtheit der maximalen
linksoffenen und rechtsabgeschlossenen Teilintervalle von (g, , b,), auf denen
k2 identisch verschwindet, J, := [a, , b\, .

DermviTioN 3.1, k9, ¢ = 0,...,m — 1, besitzt in yeJ, ecine stetige
Nullstelle, falls k2 | 7, in y stetig ist und den Wert 0 annimmt, Sprung—
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Nullstelle, falls k2 | s, In y unstetig ist und das Vorzeichen wechselt, Nullsteile,
falls k£ in y eine stetige Nullstelle oder eine Sprung-Nullstelle hat.

Als Vielfachheit « einer Nullstelle y von &2 bezeichnen wir die maximale
Anzahl aufeinanderfolgender Ableitungen k‘q’ LKA e die K9,
k™= in y eine stetige Nullstelle und k%"~ eine Nulistelle besitzt.

Es ist zu betonen, dass Vorzeichenwechsel als Nullstellen ungerader
Ordnung charakterisiert sind. Sprung—Nullstellen haben stets die Ordnung 1.

Fir ¢ = 0,...,m — 2 nennen wir eine Sprung-Nulistelle y von k¥
monoton, falls k‘q“’ in einer Utigebung von y das Vorzeichen nicht wechselt
(also auch, falls k™ in einer Umgebung von y identisch verschwindet}.
FEine monotone Sprung-Nullstelle von k¥ kann deshalty keine Sprung-
Nullstelle von k{1 sein. k{1 ist stiickweise konstant und besitzt hchstens
Sprung-Nullstellen.

In den folgenden Uberlegungen bezeichne fiir ¢ = 0,..., m — 1

Z, die Anzahl der Nullstellen von k{” im offenen Intervall (g, , b,) unter
Berlicksichtigung der Ordnung und fiir g = 0,...,m — 2

m, die Anzahl der Sprungstellen von £ in @, und b, plus die Anzahi der
Sprung-Nullstellen von £'?, die nicht im offenen Intervall (a,.;, b,
liegen,

m, die Anzahl der nicht-monotonen Sprung-Nullstellen von 4 im
offenen Intervall (a,., , b,.1),

#, die Anzahl der monotonen Sprung-Nulistellen von & im offenen
Intervall (a,.1, byiq)-

Zy+ 1 — m, — i, — m, ist gleich der Anzahl der Nulistellen von £,
die auch stetige Nullstellen von £ sind, unter Bericksichtigung der Ordnung,
vermehrt um die Anzahl der Intervalle (pi?, y{”) aus (a,.y, by.y), deren
Endpunkte aufeinanderfolgende stetige Nullstellen von k¥ oder die Punkte
a, , b, sind, falls k¥ in a, bzw. b, stetig ist. Bezeichnet 7(7,) die Anzahl der
nicht-monotonen (monotonen) Sprung—Nullstellen von &% und s, bzw. s5,.;
die Anzah! der Vorzeichenwechsel von k2 bzw. k™ in einem der Intervalie
(A2, 5™, so gilt (i) s, = 7, + 7, , da k2 in (3{?, pi) hdchstens Sprung—
Nullstellen besitzt, (if) 5.4, => 7, nach Definition nicht-monotoner Sprung-
Nullstelen und (ili) $44, = 5, + | mod(2), wie eine einfache Fallunter-
scheidung zeigt: Ist z.B. s, gerade, so besitzt k\® rechts von y{ und links
von ¥ vorzeichengleiche Funktionswerte und folglich vorzeichen-
verschiedene Ableitungen, und s,; ist notwendig ungerade.

Hat £ keine monotonen Sprung-Nullstellen in (34", p§), d.h. ist 7, = G,
so folgt 5,., = F, -+ 1 mod(2), und unter Beriicksichtigung von (ii) erhaiten
wir sogar die Abschitzung s, > F, - 1 — 7,. Diese Abschitzung ist aber
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offensichtlich auch dann richtig, falls 7, > 0 ist. Summation iber das ganze
Intervall (a4, .1 , b,.,) liefert nunmehr in

Zoirh = 2y~ 1 —m, — 27,, g=0,..,m—2, (3.3)

eine Abschétzung, die man als “Satz von Rolle fiir £, bezeichnen k&nnte.
Wir erhalten schliesslich:

Satz 3.2. Fir xe{(—1, ~1)\X,} besitzt k, in (—1, +1)

m-2 m-—2

Zoy L Zy =y Mg 2y my— (m-— 1) (3.9
q=0 q=0

Nullstellen unter Beriicksichtigung der Ordnung.

Die folgende Aussage zeigt, dass k. auf keinem Teilintervall von (q, , b,)
identisch verschwinden kann:

Satz 3.3. Fir xe{(—1, =-D)\X,} nimmt k, auf (a,, by) nur an diskreten
Punkten den Wert 0 an.

Beweis. Sei (yy, y,) ein Teilintervall von (--1, -i-1), auf dem £k, identisch
verschwindet. Wegen x ¢ X, und der Darstellung (3.2) folgt x¢ (), »y),
und (y, , y,) ist deshalb ein Intervall vom Typ 1: y, = xgound y, = x;, < x
oder y, == x oder vom Typ 2: y, = x;, und x < x; = y, oder x -: y, .

Fiir ein Intervall vom Typ 1 gilt aber y, < a,. Um dies einzusehen,
genligt es zu zeigen, dass k, sogar auf dem Intervall (—1, y,) identisch
verschwindet, falls —1 < y; ist. Offensichtlich verschwindet aber die
Funktion ( — x)77! auf (—1, y,). Deshalb gilt unter Beriicksichtigung von
(3.2) auch 3,*[(t — x)”7'] = O fiir 1 € (y;, y,). Auf (—1, y,) erhiillt man aber
3.4[(t -~ x)™ '], indem man das von (J*) auf [--1, y,] induzierte Inter-
polationsproblem betrachtet, wobei die Stetigkeitsforderungen fiir Splines
s€S* in den Ableitungen s fiir + = y, als zusétzliche Interpolations-
bedingungen zu werten sind. Dieses Interpolationsproblem, das wir fiir den
Augenblick mit (J*) bezeichnen wollen, ist notwendig frei, sonst konnte (J*)
nicht frei sein. Folglich verschwindet J,*[(z — x)™'] als Losung des zu (J*)
gehorenden homogenen Problems auch auf (--1, 34), so dass k,(t) = 0 fir
alle 1€ (—1,,) gilt. Eine entsprechende Uberlegung liefert fiir Intervalle
(¥1, ¥s) vom Typ 2 die Aussage b, < y, . Damit ist die Behauptung bewiesen.

Durch

Xy, = by (Fall 1) oder
ay = X;, < x < Xx;, = by (Fall 2) oder (3.5)

2

Ay = X T Xy, KX = by < Xipn1 (Fall 3)
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ist jedem vei{( 1. -1).X, ein cindeutig bestimmies Indexpaar (i) . i,1..
O -, Zi, . n--1, 7zugeordnet. Weiter bezeichnen wir mit £, dic aus £
nach den folgenden Vorschritien gebildete Inzidenzimatrix:

Lo bt x, -0 x < x,, fir ein i 240....ul. so fiige man zwischen den
beiden 7u x, und x, ; gehdrenden Zeilen von [ eine zu x gehdrende Zeiic
{1.0.0.....0) ein: ist X x, firein syl i (st also x, ¢ X, so crsetrze
man ¢, , - 0 durch cine Eins.

3

2. Maun streiche alle Zeilen von £, die zu Knoten v, 7 {4, . b,] cehoren.

Wir zeigen nun, dass die von Lorentz [¥. Theorem |] bewiesene
Abschdtzung auch dann giiltig ist, falis unsere Art der Nullstellenzdhlung
7ugrunde gelegt wird:

Sa1z 3.4. Es sei (J) frei und x < {(-- 1, 1Y X\ g, bezeichne die Anzail
der gestiitzten ungeraden Sequenzen in E, . und (i) | 1), sei das in (3.5) definiere,
zut k. gehérende Indexpaar. Dann besitzt der Kern k, in {a, . b))

2 m oy

Zy Z X ey, gy - (3.6}

L =0
Nullstellen unter Beriicksichtigung der Ordnung.

Beweis. Jede Unstetigkeitsstetle von k", g < {0....,m — 11, wird durch
eine entsprechende Eins in der (m - - 1 — g)-ten Spalte von E, beschrieben.
Diese Tatsache verwenden wir. um M: Z,, .. - ):,',":: m, -2}:;" }2 m,
abzuschitzen.

Set e, , -¢,,., — = =¢, ;... - 1 cine zu v, gendrende {maximaie)
Sequenz von E . (d.h.j — Oodere, ., = 0Obzw.;j v /. modere¢,, ., - 0L
Ist / — 0, so nennen wir dicse Sequenz cine Hermitc-Sequenz.

Die Scauenz liefert in M cinen additiven Beitrag von f,, - f.. | — -
£,y mit

7

Fia o~ 2. failsk > O0istund k" *in x, & (@,._; . b,_,) eine monotone
Sprung-Nullstelle besitzt (in diesem Fall ist offensichtlich ¢
durch zu a,, ., und b, _, gchérende Einsen gestiitzt):

£ -1 fallsk = Oistund k" inx, e {(d 1 s - Do) (@n 1 - 0.0
einc Sprung-Nullstelle besitzt, oder
falls & >0, x, = @p_,.  oder x; = b,_, , ist und &Y in x,
unstetig ist, oder
falls & - Oistund &!™ " in x; eine Sprung- Nullstelle besitzt:

S O0sonst.
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Ist/ > 1und f;;, = 2 mit k& > j, so folgt f; ,_; = 0, da k"~® in x, keine
Sprung-Nullstelle besitzen kann und da x; % a,_, und x; =% b,,_;, gilt.
Ebenso erthalten wirim Fall / > 1, f, , =2,k <j+ 71— 1,dass fi1,, =0
ist, da (@11 » Dip—z_s) iD (@ms_y , Do) enthalten ist. Die Sequenz liefert
also einen Beitrag

< [, falls / gerade ist oder falis es sich um eine Hermite-Sequenz handelt,
und

< I+ 1, falls / ungerade ist und falls es sich nicht um eine Hermite-
Sequenz handeit.

Tritt der ungiinstigste Fall ein, dass die Sequenz einen Beitrag von / + 1
liefert, so gilt j > 0, f; ; = 2 und die Sequenz ist in E, gestiitzt.

Offensichtlich ldsst sich unsere Argumentation auch auf die zu x gehdrende
Hermite-Sequenz von E,, iibertragen.

Fiir die beiden zu 4,,; und b,,; gehdérenden Hermite-Sequenzen (man
beachte, dass k™ stiickweise konstant ist) erhalten wir eine bessere
Abschitzung, da die erste Eins offensichtlich in Z,,_; nicht gezihlt wird und
eine eventuell auftretende nachfolgende Fins hochstens in m,,., berlick-
sichtigt, also héchstens mit dem Gewicht | versehen wird. Diese beiden
Sequenzen liefern deshalb in M einen additiven Beitrag </ — 1, falls /
wiederum die Linge der Sequenz bezeichnet.

Summation iiber alle in £, auftretenden Sequenzen liefert unter Bertick-
sichtigung der Aussage, dass E, genau Zﬁiil Z?:,l e;; + 1 Einsen enthilt,
die Abschitzung

2 m—1

m—2 m—2
Zm~1+zma+2zﬁa<2 zei,j_1+gx9
g=0 q=0

i=i; j=0

und die Behauptung folgt aus Satz 3.2.

Zum Beweis dieses Satzes haben wir eine Idee von Lorentz [8] auf unsere
Betrachtungen iibertragen. Sein Theorem 1 und unsere Aussage unter-
scheiden sich jedoch wesentlich in der Art der Nullstellenzahlung und lassen
sich aufgrund der folgenden Uberlegung nicht direkt miteinander vergleichen:
Sei 5(2) = cy(y1 — ) + co(yy — DL + et — Po)os Y1 <¥s, €163 >0. Ist
¢,¢a > 0, so besitzt s nach Lorentz die einfache unstetige Nullstelle (y, , ys),
wihrend unsere Betrachtungsweise keine Nullstelle liefert. Ist ¢, = 0, so hat
s nach Lorentz die einfache stetige Nulistelle (y, , y,), wahrend wir in diesem
Fall y; als doppelte Nulistelle charakterisiert haben. Fir cc, << O liefern
beide Betrachtungsweisen dieselbe Nullstellenvielfachheit 1. Dies zeigt, dass
jede der beiden Abschitzungen in gewissen Grenzfillen schirfer sein kann
als die andere.



DUALE HERMITE-BIRKHOFF-PROBLEME 131
4. HERMITE PROBLEME

Der Sonderfall m = 1 liefert das Problem der Interpolation durch
Treppenfunktionen, das offensichilich genau dann frei ist, wenn die Inter-
polationsknoten durch die Splineknoten getrennt werden. In den folgenden
Betrachtungen sei stets m > 2.

Unter einem Hermite-Problem (J) oder (J*) verstehen wir ein Inter-
polationsproblem mit Knoten (1.1) und Inzidenzmatrizen {1.2) unter der
Zusatzvoraussetzung, dass

ei,j e 1 fur ] — 0,..., n; — ].
LO<n, <mi=0,...,n+1
=0 fir j=mn;,.,m—1

und 4.1
er,=1 fir g=20,.,k,—1

,O0<k, <mp=290,..,k+1
=0 fir g=Fk,,.,m—1

gilt. Die Bedingungen (1.3)-(1.5) und (1.8) lauten damit:

My + ko = Ny + kyoq = m; (4.2)
X, =2z, = n+ k, < m; 4.3)
k n+l
m -+ Zk:o: an 44
p=1 =0
k iy
m+ Y k=3 owm (4.5)
xi1<;pl<mz‘2 .

fiir alle Paare i; , b mit 0 <, <i, <n-+ L

Fiir die eindeutige Losbarkeit von Hermite-Problemen ist (4.5) nicht nur
notwendig, sondern auch hinreichend, da diese Bedingung dquivalent ist zu
der von Karlin [5, Chap. X, Theorem 1.1] gegebenen “interlacing condition.”
In unseren weiteren Betrachtungen fordern wir die ““strikte Verschrinkheits-
bedingung’:

In (4.5) gelte Gleichheit aliein fiir das Indexpaar
(y,5) = (0, n-+1). (4.6}

(4.6) hat zur Folge, dass keines der Interpolationsprobleme, die durch
Einschrinkung von (J) auf [xl-1 » X; ] mit (i;, i) #= (0, n -+ 1) entstehen,
frei ist.
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SA1z 4.1. Unter den Voraussetzungen (4.1y+(4.6) sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

a. k=0oderk, =0mod(2) fiirp = 1,..., k.
b. Fiir beliebiges xe[—1, +1] besitzt k, auf (—1,+1) keinen
Vorzeichenwechsel.

¢. Fiir beliebiges fe C*[—1, +1Yund x € [—1, +1] gilt
FG) — 3 x) = (=)™ K*(x) f(L(S, *)) 4.7
mit {(f, x) e (—1, 41).

Beweis. a.<>b. Fir xe X, = {Xy, X1 .., Xn41y verschwindet k, iden-
tisch. Ist x e {[—1, +1\X,}, so besitzt E, nur Hermlte Sequenzen, und aus
Satz (3.4) folgt unter Anwendung von (4.5): Z, < ZP—«l gy <2<ty k, . Dabei
bezeichnet (i, , iy), das in (3.5) definierte, zu x gehorende Indexpaar. Nach
Satz 3.3 kann k, auf keinem Teilintervall von (xi1 , xz-z) identisch ver-
schwinden, und aus der Darstellung (3.2) erhilt man, dass k9, ¢ =
0,.,k,— 1,inz,, pe{l,.., k}, stetig ist und den Wert 0 annimmt. Folglich
hat k, in 1 2, € (i, » x;,) eine Nullstelle der Ordnung > &, . Wir erhalten also

Zp 1,3y, <2< k und damit Gleichheit in allen Verwendeten Abschit-
zungen, insbesondere auch Gleichheit in (4.5). Die strikte Verschrianktheits-
bedingung (4.6) liefert nunmehr (i, i), = (0,7 4 1) unabhingig von
xe{[—1, +1]\X;}, und die Aquivalenz von a. und b. folgt, weil der Kern k,
in(a,, by) = (—1, +1) das Vorzeichen genau dann nicht dndert, wenn er nur
Nullstellen gerader Ordnung in diesem Intervall hat.

b. «>c. Unter Verwendung von (2.7) und (1.7%) folgt fﬁ k(x,t)dt =
(—1)* K*(x). Der Rest ist bekanntlich eine Standardargumentation.

Bevor wir zu der zu Satz 4.1 dualen Aussage kommen, sei erwdhnt, dass
die duale Verschranktheitsbedingung

m- Y m =)k, (4.5%)
2y, <8<2p,
fir alle Paare p, , p, mit 0 < p; < p, << k -+ 1 unter der Voraussetzung (4.6)

ebenfalls strikt ist. Mit der Schreibweise &,*(¢) := k*(x, ¢) erhalten wir
somit:

Satz 4.2. Unter den Voraussetzungen (4.1)~(4.6) sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

a. n=0o0dern,=0modQ2) filri = 1,...,n
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b. Fir beliebiges xe{—1, +1] besitzt k,* auf (—1, +1) keinen
Vorzeichenwechsel.

c. Fir beliebiges f € C™[—1, +1]und x e [—1, +1] gilt
F(x) — 35, x) = (—=1)" K(x) f ([, x)) 4.7%)

mit 7(f, x) € (—1, +1).

{4.7) und (4.7%) sind Fehlerdarstellungen vom Cauchy-Typ, in die der
Peano-Kern der jeweils dualen Quadraturformel multiplikativ eingeht. In den
Féllen der Polynominterpolation (k = 0bzw.n = 0)sind diese Darstellungen
hinlanglich bekannt.

KOROLLAR 4.3. Sei (4.1)~(4.6) erfillit. Falls die zu(J) bzw. (J*) gehdrenden
Interpolationsfehler die Darstellungen (4.7) bzw. (4.7%) besitzen, haben die
Peano—Kerne K* bzw. K im Intervall [—1, +11 maximale Nullstellenzahl.

Beweis. Wir zeigen die Aussage fiir den Kern K* in (4.7}, der gemiss
Korollar 2.3 die Darstellung K*(x) = (—D™/m! {x™ — 3, (x™)} besitzt. Da
alle %, gerade sind, hat K* nach Micchelli [9] hochstens m + k; —
ko + - + k, Nullstellen. Aber K* besitzt an den Interpolationsknoten
Xg s X1 4eery Xney SChon insgesamt wuy -+ ny + -+ + n,,q stetige Nullstellen,
und die Behauptung folgt wegen (4.4).
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