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This paper studies the problem of Hermite-Birkhoff interpolation with splines.
Interpolation knots and spline knots may be considered as "dual" elements.
This leads to a dual problem which is poised if and only if the original problem
is poised. Estimations of the number of zeros in the appropriate interpolation
kernel yield a Cauchy type representation of the interpolation error for certain
cases of Hermite problems.

EINLEITUNG

Sei -1 = X o < Xl < ... < X n < Xn+I = +1 eine Knotenverteilung,
E = (ei,j);':l r':r/ - ei,j = 0 oder = 1 - eine Inzidenzmatrix und Seine
Funktionenklasse mit dim S = IE [ := 2:7:012::~1 ei,j. Unter dem Problem
der Hermite-Birkhoff Interpolation versteht man die Fragestellung, wann die
Interpolationsaufgabe

S E S, sW(xi ) = y/, falls ei •j = 1, (J)

bei beliebiger Wahl der Zahlen y/ eindeutig lOsbar ist.
Der Sonderfall der Polynominterpolation wurde erstmals von Birkhoff [2]

untersucht, 1966 von Schoenberg [IOJ wiederaufgegriffen und in den darauf
folgenden Jahren von verschiedenen Autoren eingehend behandelt (vgl. das
ausfiihrliche Literaturverzeichnis von Sharma [12]). Wir befassen uns hier
mit dem allgemeineren Problem, dass unter Seine Klasse von Spline
funktionen verstanden wird. Charakterisiert man S anhand einer weiteren
Knotenverteilung -I < Zl < Z2 < ... < Zk < +1 und einer zweiten
Inzidenzmatrix E*, so fiihrt eine "duale" Betrachtungsweise von Splineknoten
und Interpolationsknoten auf ein zu (J) duales Problem (J*).

Objekt unserer Betrachtungen sind die zu (J) bzw. (J*) gehorenden
lnterpolationskerne, die in die Peano-Darstellung des Interpolationsfehlers
eingehen. Diese Kerne zeichnen sich durch eine gegenseitige Symmetrie aus,
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auf der die in Kapitel 2 bewiesene Aussage "(J) ist genau dann frei (poised),
wenn (J*)frei ist" aufbaut.

Eine verallgemeinerte Form des Satzes von Rolle liefert in Satz 3.2 eine
Abschatzung fUr die Anzahl der Nullstellen von Interpolationskernen. 1m
Unterschied zu entsprechenden Nullstellenbetrachtungen von Lorentz [8]
an Birkhoff-Kernen wahlten wir eine Definition der Nullstellenvielfachheit,
die Vorzeichenwechsel mit N ullstellen ungerader Ordnung gleichsetzt.
Satz 3.4 zeigt, dass sich die Aussage von Lorentz [8, Theorem 1] auch fUr
unsere Betrachtungen beweisen lasst. Dies verdeutlicht den wesentlichen
Einfluss gestiitzter ungerader Sequenzen auf solche Nullstellenabschatzungen.

Eine Anwendung der in Abschnitt 3 bewiesenen Abschatzungen liefert
Definitheitsaussagen fUr die Interpolationskerne gewisser Hermite-Probleme
(Satz 4.1 bzw. Satz 4.2). Dadurch lassen sich alle Hermite-Probleme
charakterisieren, fUr die der Interpolationsfehler eine "verallgemeinerte
Cauchy-Darstellung" besitzt.

1. PROBLEMSTELLUNG

Zu natiirlichen Zahlen m ;? 1, n;? 0, k;? ° und fest vorgegebenen
reellen Knoten

-1 =: Xo < Xl < < Xn < Xn+1 := +1,

-1 =: Zo < Zl < < Zk < Zk+1 := + 1

betrachten wir zwei Inzidenzmatrizen

(Ll)

(1.2)

-ei,j und e;,q = °oder = I-mit folgenden Zusatzvoraussetzungen:

a. Die inneren Zeilen von E und E* seien keine Nullzeilen.

b. ei,j + e;.m_I_j = 1 fur j = 0,... , m - 1, falls (i,p) = (0,0) oder
(i,p) = (n + 1, k + 1). (1.3)

c. ei,j + e;,m_I_j ~ 1fur j = 0, ... , m - l,falls Xi = Z'l!' (1.4)

Ie m--l n+l m-l
d. m + I I e;,q = I I ei .;·

p~l q~O i~O ;~O

Aus (1.3) und (1.5) folgt offensichtlich

n me-I Ie+l m-l
m + II ei,j = I L: e;,q.

i~l j~O p~O q~O

(1.5)

(1.5*)
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Mit y+r := yr fUr y > 0 und := 0 fUr y :s;; 0 definieren wir reelle Funktionen
klassen (O! := I)

( I m-l t P k m-l (t _ )m-l-q \

S:= is set) = ro ap p! + P~l q~O aM (m _2]' ::.- q)!\

e* =1
p,q

und
I I m-l t i n m-l (t _ .yn-1-J)

s*:=ls s(t) = Iai~+I Iai,J( _~'::'-')!('
i=O l. i~l J=O m . .l.)

ei,j =1

Ziel unserer Betrachtungen sind Aussagen iiber die folgenden beiden
Spline-Interpolationsprobleme mit Birkhoff-Bedingungen:

S E s, S(i)(Xi) = y/, falls ei,j = 1,

i = 0, ... , n + 1, j = 0, ... , m - 1;

S E S*, s{q)(zp) = ypq, falls e~,q = 1,

p = 0,... , k + 1, q = 0,... , m - 1.

(J)

Dabei seien YiJ und ypq beliebige reelle Zahlen, die wir kiinftig als
Ableitungen j(j)(Xi) bzw. p:q)(zp) einer reellen Funktion f interpretieren
wollen. Bedingung (1.4) garantiert, dass aile erforderlichen Ableitungen
fUr die interpolierenden Splines existieren, und wegen dim S = m +
"k "m-l * d' S* - I "n "m-l f 1 (15) , d(l 5*) d '£..,p=l £"'q=O ep,q, 1m - m T £"'i~l £"'J~O ei,j 0 gt aus . un . ,ass
den Problemen (J) und (J*) quadratische Koeffizientenmatrizen cler
Dimension dim S bzw. dim s* zugeordnet sind.

Wir betonen, dass (J) und (J*) nm dann definiert sind, wenn alle vier
Elemente X:= (-1,x1, ... ,xn , 1), Z:= (-1, Zl,'''' 27" 1), E und E* fest
vorgegeben sind. Die inneren Zeilen von E und E* konnen hierbei unter der
Einschrankung (1.4) unabhiingig voneinander gewiihlt werden, wiihrend
sich die ausseren Zeilen von E und E* dmch die "Dualitatsforderung" (1.3)
gegenseitig bestimmen. E* ist demnach genau dann allein durch E eindeutig
bestimmt, falls k = 0, also (J) ein polynomiales BirkhoffProblem ist.

(J) oder (J*) nennen wir frei (poised), wenn das zugehOrige homogene
Problem nur die triviale Losung s = 0 besitzt. 1st dies der Fall, so hat
(J) bzw. (J*) stets eine eindeutige Losung, und es Hisst sich jeder reellen
Funktion, welche die vorkommenden Ableitungen hat, ein eindeutig
bestimmter Interpolationsspline ::J(j) bzw. 3*(j) aus S bzw. S* zuordnen.
Funktionen aus S bzw. S*, insbesondere Polynome vom Hochstgrad m - 1,
werden durch die Operatoren::J bzw. 3* reproduziert. Fur jedes x E [-1, +1]
konnen wir deshalb auf die Linearformen L:f -+j(x) - ':J(j, x) und
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L*:f -+ leX) - ::3*(f, X) den Satz von Peano anwenden, so dass fUr die
Interpolationsfehler unter der VoraussetzungfECm[-I, +1] die folgende
Darstel1ung gilt:

J
+1

lex) - ::3(f, x) = pml(t) k(x, t) dt mit
-1

k(x, t) := Ij(m - 1) !{(x - t),,;,:-1 - ::3",[(x _ t),,;,:-1]); (1.6)

lex) - ::3*(f, x) = J+1 l<m)(t) k*(x, t) dt mit
-1

(1.6*)
k*(x, t) := Ij(m - 1) !{(x - t),,;:-1 - ::3",*[(x - t)';'-1]).

Der Index x soIl verdeutlichen, dass der Interpolationsoperator ::3 bzw. ::3*
bezuglich der Variablen x wirkt. 1st in (J) oder (J*) eine (m - 1)-te Ableitung
vorgeschrieben, so werde in der Definition der Interpolationskerne k und k*
fUr x = -1 die rechtsseitige, sonst die linksseitige (m - l)-te Ableitung
von (x - t),;,-l betrachtet.

Offensichtlich gehen (J) und (J*) durch Austausch von Interpolations
knoten und Splineknoten unter Berucksichtigung dualer Forderungen in den
Punkten -1 und +1 auseinander hervor. Wir werden deshalb (J*) als das
zu (J) duale Problem bzw. (J) als das zu (1*) duale Problem bezeichnen.

BEISPIELE.

1. m = 3, n = 2, k = 1, X = (-1, -t,!, 1), Z = (-1,0,1),

f
o 1 °1101

E= 1 1 0 '

100
[
1 0 1]

E* = 1 1 1.
1 1 0

2. Polynomiale Birkhoff-Probleme sind dual zu Spline-Interpolations
problemen mit zwei Interpolationsknoten.

3. Falls X = Z und E = E* ist, sprechen wir von einem selbstdualen
Problem. Fur soIehe Probleme folgt aus (1.3), dass m gerade ist und E nur
spezielle aussere Zeilen besitzt, die jeweils genau ml2 Einsen enthalten.
Z.B. erhalt man fUr m = 4, n = k = 1, X = Z = (-1,0,1) und

[
10 1 0]

E = E* = 1 0 0 0
1 100

ein selbstduales Problem.
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Durch Integration von (1.6) und (1.6*) erhiilt man zwei Quadraturformeln

r1
lex) dx = f1 3(j, x) dx Rf,

-1 -1
Rf= 0 fUrfES, (Q)

r+
1 J+1lex) dx = 3*(j, x) dx + R*j,

"-1 -1

deren Fehler die Darstellung

R*f = 0 fUr fE S*, (Q*)

Rf = fl Pml(t) K(t) dt,
-1

R*f = fl pml(t) K*(t) dt,
-1

,+1 .
K(t):= I k(x, t) dx,

J_1

r+1

K*(t):= L
1

k*(x, t) dx

(1.7)

(1.7*)

besitzen. Wir nennen (Q) und (Q*) zueinander duale Integrationsformeln
und X, K* zueinander duale Peanokerne.

Falls (J) frei ist, mlissen notwendig die "Verschranktheitsbedingungen"

k m-1 i 2 m-1

m I I e;,q? I I ei,j
p~1 q=O i~il j~O

XiI <Zp<Xi
2

(1.8)

fUr alle Paare i l , i2 mit 0 ~ i l ~ i2 ~ n + I gelten. Waren sie namlich fUr
ein Indexpaar iI' i2 nicht erfi.illt, so wiirde i1 < i2 und (il , i2) oF (0, n + 1)
folgen, und das von (J) auf [Xi ,Xi] induzierte Interpolationsproblem ware

1 2

iiberbestimmt. In den folgenden Betrachtungen sei deshalb stets (1.8) voraus-
gesetzt. Eine einfache Rechnung zeigt, dass damit auch die "dualen
Verschranktheitsbedingungen"

n m-I P2 m-l

m + I I ei,i? L I e;,q
i~1 j~O P~Pl q~O

ZPl<Xi<ZP2

fUr alle Paare PI , P2 mit 0 ~ PI ~ P2 ~ k + 1 erfUUt sind.

2. EIN DUALITATSSATZ

(1. 8*)

Wie die folgende Aussage zeigt, besteht eine enge Verbindung zwischen der
eindeutigen Losbarkeit der Probleme (J) und (J*).

SATZ 2.1. (J) ist genau dannfrei, wenn (J*)frei ist.
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Beweis. Falls (J) frei ist, ist der Kern k durch (1.6) wohldefiniert. Mit

k*(x, t) := (_1)m k(t, x) (2.1)

erhalten wir wegen (_1)m(t - X),,:-1 = (x - t),,:-1 - (x - t)m-l und
~t[(x - t)m-l] = (x - t)m-l:

k*(x, t) = 1j(m - 1) !{(x - t),,:-1 - ~t[(x - t),,:-I]), (2.2)

und die Cramersche Regelliefert

m-l tP k m-l (I _ Z )m-l-q
~t[(x - t),,:-I] = p~o ap,m(x) p! + P~1 q~ ap,q(x) (m - i' ~ q)! '

e* =1
p,q

(2.3)

mit Funktianen ap,q, die auf (-1, +1) mit eindeutig bestimmten Splines
aus S* ubereinstimmen.

Aus (2.2) und (2.3) falgt, dass oijoti k*(x, t) bezuglich der Variablen tin -1
rechtsseitig stetig und in +Ilinksseitig stetig gegen 0 geht, falls eO,i = 1 bzw.
en+u = 1 ist. Fur x E [-1, +1] und f E Cm[-1, +1] liefert deshalb wieder
halte partielle Integration unter Beachtung von (1.3)

+1 k+l m-lJ pml(t) k*(x, t) dt = f(x) - L L sp,q(x) f(q)(zp) (2.4)
-1 p=O q=o,

e* =1
p,q

mit Funktionen Sp,q , die wir ais Restriktion eindeutig bestimmter Funktionen
Sp,qES* auf [-1, +1] betrachten konnen. Da oijotik*(x,t) fUr (i,j)E
{{I, ... , n} X {O,..., m - I}}, ei,j = 1, bezuglich der Variablen t in Xi stetig
ist und den Wert 0 annimmt (man beachte (1.4), (2.2), und (2.3», gilt die
Identitat (2.4) auch fUr Funktionen f = S E S*, so dass wir wegen sCm) = 0

7c+l m-l
sex) = L L sp,q(x) s(q)(zp)

p~O q~O

e* =1
p,q

(2.5)

erhalten.
Nun gilt

oqjoxqk*(x, t) Ix~zp = 0 identisch fUr 1 E ( -1, +1), (2.6)

falls (p, q) E{{O, ... , k + I} X {O, ... , m - IH und et,q = 1. Um dies einzu-



DUALE HERMITE-BIRKHOFF-PROBLEME 125

sehen, sei erwahnt, dass die Funktion 8qjoxq(x - t):;:-1 ix~z auf (-1, +1)
mit einem Spline aus S iibereinstimmt und folglich durch den Operator :It
reproduziert wird. Offensichtlich geniigt es deshalb, die Aussage

oqj8xq3 t [(x - t):;:-1] Ix~zp = 3 t [8qj8xq(x - t):;:-1 Ix~zp]

zu zeigen, die aber unmittelbar aus (2.3) und den wegen (1.3)
und (1.4) giiltigen Identitaten dQjdxQ[8ij8t j(x - t):;-1 :t~xJ Ix~z" = dijdti X

[8Q j8xQ(x - t):;-1 lx~z) It~xi ' falls ei,j = 1, folgt.
Variiert man nun die Funktionfin (2.4), so liefert (2.6), dass die Funktionen

Sp,Q gerade die zu (J*) gehorenden "Lagrange-Grundfunktionen" sind, d.h.
es gilt

(Q')( ) - 1Sp,Q zp' - ,

= 0,

fallsp = pi und q = q'

sonst,

fUr (p, q), (pi, q') E {{O,..., k + I} X {O,... , m - In, S0,q = S0',Q' = 1.

k+1 m-1

3* :f -+ I I Sp,Qj<Q)(ZJ,,)
p~O q~O

e* =1
P,.

ist der zu (J*) gehorende Interpolationsoperator und k* der entsprechende
Interpolationskern.

Eine Dualisierung der bisher bewiesenen Aussage liefert schliesslich die
Behauptung des Satzes.

Als grundlegende Beweisidee kann die Symmetriebeziehung (2.1) zwischen
den Kernen k und k* angesehen werden:

KOROLLAR 2.2. Falls die Interpolationsprobleme (J) und (J*) frei sind,
gilt fur alle (x, t) E {(-I, +1) X (-1, +I)}:

k(x, t) = (-I)m k*(t, x). (2.7)

Mit (2.7) erhalten wir schliesslich eine interpolatorische Deutung cler
Peanokerne K und K*:

KOROLLAR 2.3. Falls die Interpolationsprobleme (J) und (J*)frei sind, gilt
fur die Peanokerne der zugehOrigen Interpolationsquadraturen (Q) bzw. (Q*):

a. K(t) = (_l)mjm!{t m - 3 t*(tm)};

b. K*(t) = (-l)mjml {t m - 3tCtm)};

c. f~~K(t)dt = (-l)m S=~K*(t)dt.
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. f+1 f+1BeWeIS. a. K(t) = -1 k(x, t) dx = (_l)m -1 k*(t, X) dx = (_l)mjm! X

{t m - :3t*(tm )}. Urn die letzte IdentWit einzusehen, vertausche man in (1.6*)
die Variablen x und t und setze f (t) = tm jm! .

b. folgt durch Dualisierung der Aussage a. und c. folgt sofort aus (2.7).

3. EIGENSCHAFTEN DES KERNS K(X, T)

1m folgenden betrachten wir unter der Annahme, dass (J) frei ist, fUr festes
x E ( -1, +1) den Interpolationskern

k", : t ---?- k(x, t) = lj(m - 1) !{(x - t):;,-1 - :3",[(x - t):;,-ln.

Offensichtlich verschwindet k",. identisch, falls ei,O = 1 ist. Mit X q :=
{Xi I i = 0, ... , n + 1, ei,q = I}, q= 0,... , m - 1, setzen wir deshalb in den
weiteren Uberlegungen voraus, dass x in {(-I, +1)\Xo} liegt.

Fur festes t E {~\[-1, +In stellt (x - t):;,-l auf [-1, +1] einPolynom dar,
das durch :3", reproduziert wird. Deshalb gilt

kit) = ° fUr alle tE{~\[-l, +In. (3.1)

Urn Aussagen in Intervall (-1, +1) zu erhalten, greifen wir auf die nach
Korollar 2.2 gultige Darstellung von k", zuruck:

(3.2)

fUr t E ( -1, +1). k", ist also ein Spline yom Grad m - 1, und k;:) besitzt
hochstens Unstetigkeitsstellen in Xm - 1- q (q = 0,..., m - 2) bzw. {x} u Xo
(q = m - 1).

Wir definieren nun, was wir unter einer Nullstelle von k~q), q = 0, ... , m - 1,
verstehen wollen. Dabei bezeichne [aq , bq ] das kleinste Intervall, auf dessen
Komplement k~q) identisch verschwindet, Iq die Gesamtheit der maximalen
linksoffenen und rechtsabgeschlossenen Teilintervalle von (aq , bq), auf denen
k~q) identisch verschwindet, J q := [aq , bq]\Iq .

DEFINITION 3.1. k~q>, q = 0,... , m - 1, besitzt in y E J q eine stetige
Nullstelle, falls k;q) II in y stetig ist und den Wert °annimmt, Sprung-

q
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Nullstelle, falls k~q) IJ in y unstetig ist und das Vorzeiehen wechselt, Nullstelle,
falls k~q) in y eine" stetige Nullstelle oder eine Sprung-Nullstelle hat.

Ais Vielfachheit ex einer Nullstelle y von k~q) bezeiehnen wir die maximale
Anzahl aUfeinanderfolgender Ableitungen k~q),... , k~q+a-I>, fUr die k~q), ... ,

k~q+"-2) in y eine stetige Nullstelle und k~q+"-I) eine Nullstelle besitzt.
Es ist zu betonen, dass Vorzeichenweehsel als Nullstellen ungerader

Ordnung charakterisiert sind. Sprung-Nullstellen haben stets die Ordnung 1.
Fur q = 0,..., m - 2 nennen wir eine Sprung-Nullstelle y von k;;)

monoton, falls k~HI) in einer uIlgebung von y das Vorzeiehen nieht wechselt
(also aueh, falls k~q+I) in einer Umgebung von y identiseh versehwindet).
Eine monotone Sprung-NulisteIIe von k~q} kann deshalb keine Sprung
Nullstelle von k;HI) sein. k~m-I} ist stuekweise konstant und besitzt hoehstens
Sprung-Nullstellen.

In den folgenden Uberlegungen bezeichne fUr q = 0, ... ,111 - 1

Zq die Anzahl der Nullstellen von k~q) im offenen Intervall (aq , bq ) unter
Berucksichtigung der Ordnung und fUr q = 0, ... , m - 2

mq die Anzahl der Sprungstellen von k~q) in aq und bq plus die Anzahl der
Sprung-Nullstellen von k~q),die nieht im offenen Intervall (aq+1, bq+l)

liegen,

mq die Anzahl der nicht-monotonen Sprung-Nullstellen von k~q) im
offenen Interval! (aq+1 , bq';'l),

mq die Anzahl der monotonen Sprung-Nullstellen von k~q) im offenen
Intervall (aq+I , bq+I)'

Zq + 1 - mq - mq - mq ist gleieh der Anzahl der Nullstellen von k~q.;.l),

die aueh stetige Nullstellen von k~q} sind, unter Beriicksiehtigung der Ordnung,
vermehrt urn die Anzahl der Intervalle (yi

q
), y~q») aus (aq-Ll' bq+l)' deren

Endpunkte aufeinanderfolgende stetige Nullstellen von k~q) oder die Punkte
Gq , bq sind, falls k~q) in aq bzw. bq stetig ist. Bezeiehnet rii'q) die Anzahl der
nicht-monotonen (monotonen) Sprung-Nullstellen von k~q) und Sq bzw. 3 0 _ 1

die Anzahl der Vorzeichenweehsel von k~q) bzw. k~q+1) in einem der Interval1e
(yiq>, y~q»), so gilt (i) Sq = rq + f q , da k~ql in (yiq

) , y~q)) hOchstens Sprung
Nullstellen besitzt, (ii) Sq+l ? rq naeh Definition nieht-monotoner Sprung
Nullstellen und (iii) Sq+1 - Sq + 1 mod(2), wie eine einfaehe Fallunter
scheidung zeigt: 1st z.B. Sq gerade, so besitzt k~q) rechts von yiq

) und links
von y~q) vorzeiehengleiche Funktionswerte und folglich vorzeichen
versehiedene Ableitungen, und Sq+l ist notwendig ungerade.

Hat k~q) keine monotonen Sprung-Nullstellen in (yiq
), yiq»), d.h. ist f q = 0,

so folgt SqH =' rq + 1 mod(2), und unter Berueksiehtigung von (ii) erhalten
wir sagar die Absehatzung Sq+1 ? rq + 1 - f q . Diese Abschatzung ist aber
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ofTensichtlich auch dann richtig, falls r" > 0 ist. Summation tiber das ganze
Intervall (a,,: 1 , b"+I) liefert nunmehr in

q = 0, ... , m - 2, (3.3)

eine Abschiitzung, die man als "Satz von Rolle fUr k x" bezeichnen konnte.
Wir erhalten schliesslich:

SATZ 3.2. Fur x E {( --I, --'--1)\Xo} besitzt k x in (-I, +1)
$

m·-2 m-2

Zo ~ Zm 1 --- L mq _. - 2 L iii" - (m-- 1)
,,~o q~O

Nullstellen untel' Berucksichtigung der Ordnung.

(3.4)

Die folgende Aussage zeigt, dass k x auf keinem Teilintervall von (ao , bu)

identisch verschwinden kann:

SATZ 3.3. Fur xE{(-I, ..c-l)\Xo} nimmt k x auf(ao,bo) nul' an diskreten
Punk ten den Wert 0 an.

Beweis. Sei (YI ,)'2) ein Teilintervall von (---1, -; ·1), auf dem k x identisch
verschwindet. Wegen x rt Xu und der Darstellung (3.2) folgt x rt (YI , Y2),
und (YI , Y2) ist deshalb ein Intervall yom Typ 1: YI = Xi, und Y2 = Xi. < X
oder Y2 ,-= x oder yom Typ 2: Y2 ~. Xi. und x < Xi, = YI oder X --, ,vI .

Fur ein Intervall yom Typ I gilt aber Y2 ~ ao . Um dies einzusehen,
genligt es zu zeigen, dass k x sogar auf dem Tntervall (--1, Y2) identisch
verschwindet, falls -- I < YI ist. Offensichtlich verschwindet aber die
Funktion (I - X):,-l auf (-1, Y2)' Deshalb gilt unter Berucksichtigung von
(3.2) auch .:\t"[(I - X):,-l] ,----0 0 fUr I E (Yl , Y2)' Auf (-1, YI) erhiilt man aber
.:1/[(1 -- x)n.'- I], indem man das von (J*) auf [---1, YI] induzierte Tnter
polationsproblem betrachtet, wobei die Stetigkeitsforderungen fUr Splines
s E S* in den Ableitungen s(j) fUr t = Yl als zusatzliche Interpolations
bedingungen zu werten sind. Dieses Interpolationsproblem, das wir fUr den
Augenblick mit (j*) bezeichnen wollen, ist notwendig frei, sonst konnte (J*)
nieht frei sein. Folglich verschwindet .:\/[(t - X)';'-l] als Losung des zu (i*)
gehorenden homogenen Problems auch auf (--1, ,vI), so dass k,:C/) = 0 fUr
alle IE (-1, Y2) gilt. Eine entsprechende Oberlegung liefert fUr Intervalle
(YI ,Y2) vom Typ 2 die Aussage bo ~ Yl . Damit ist die Behauptung bewiesen.

Durch

Xi,_1 < ao .,c X "';;; Xi, < Xi, = ho (Fall I) oder

ao e,_ Xi, < X < Xi. "'---' ho (Fall 2) oder (3.5)

Go = Xi, ~ Xi 2 c« X = bo < Xi 2-"l (Fall 3)
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ist jedcm x r= ,;( I. I) Xu; ein eindeulig bestimmle~ Ind.:xpaar (iJ ,I!i.

U ' , ii' il f/ -- I. zlIgeordnel. Weiler be/eichnen wir mil L. die al~S L
rlach den folgenden Vorschriften gebildete In7idenzmatrix:

I. ht x, . , x <: x, 1 flir ein i::: {O..... IIi. so fiige man z\"i~chell Jen
heiden 711 x, und x, 1 gehorenJen Zeilen von L cine ZlI x gchorcnde 7eiic
(:. o. 0..... 0) ein: i~1 x x, fUr cin i € {I. .... 11: (;st al~0 x, (' X,). so CN,'t/e
man C," - 0 durch cine Eins.

1 [\1<:n streiche allc Zeilen von L. die zu Knolen x, {' [all' hol gehor~il.

Wir leigcn nUll. dass die von Lorentz [~. Theorem i I hcv.iesene
Ahschatzung auch dalln gliltig ist. falls ur.sere Art der Nullsteilcllliihlung
illgrunde gelegt wird:

SAIL 3.4. Ls ,\"I'i (l)/rei lIlId Xi: {C- I, I)X(,:. g.J hezeichne die Allzanl
tla gC,\/U/::f('// ulIgaaden Seqlil!n::cf/ ill E". . lind (il . i~).f set" dus ill (3.5) dcjmicr!e.
Zll k" ,'<.e/1or('//(/(' IndexfJaar. Danll hesif::/ del' Kefll k/ ill (all' h,.)

i"l m-1

Z,) '~', L I (!,./ . -!!,. - dl

I '1 I=U

NlIllsfel!ell 1mfer Beri1cbich/iguIIR da Ordnullg.

(3.6)

Bell·eis. Jede Unstetigkeitsslelle von k~q). q!:: {o..... nz - J). \\i~d durch
cine entsprcchende Eins in der (m - . I _. q)-ten Spal!e von Ex beschriebcn.
Diese Tatsache verwenden wir. urn ;\1: Z", L~'~-02 1/1" 2 I~' -0

2 mq

abzuschiitzen.
Sci 1',.1 . - 1',.,-1 - ... --' C,.I ,_: - 1 cine zu .'.', genorcndc (rJximaie)

Sequenz von E".(d.h.) - Ooder(',,_, --' Obzw.j 1,' moder c,., ' - 0).
J,",.i ~'. 0, <,0 nennen \Vir dicse Sequenz eine Hermite-Sequenz.

Die Scquenz liefert in M cinen additivcn Beitrag von /'1 - I.
f. limit

J~'.~ -:-' 2. fall~ k "'> 0 ist und k~:"-l-I,~ in x, ~ (a/,,_~., bm _ J.) eine monotone
Sprung-Nullstellc besit7t (in diescrn Fall ist oftcnsiclltlich ('.,
durch zu G",I,' und hm - k gehorende Einsen gesLitzt):

/'.1.' c I. falls k ,> 0 ist und k~m-l-k) in x, E {(U", 1 _, • /)'''_1_ I·r(an, 1, • b.., -J:
eine Sprung-Nullstelle bcsitzt. oder
falls k> O. XI = Gm - 1 k oder x, = b",_: ) ist und k::'''':-~I !!l ",

unstetig ist. oder
falls k - 0 ist und k~'" Il in x, eine Sprung NlIlIstelle besilzt:

fl. .. O. SDmt.
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1st I> 1 undh.k = 2 mit k > j, so folgth,k-I = 0, da k~m-k) in Xi keine
Sprung-Nullstelle besitzen kann und da Xi oF am-k und Xi oF bm _ k gilt.
Ebenso erhalten wir im Fall I > 1, fi.k = 2, k < j + 1- 1, dass h.HI = 0
ist, da (am-I-Ie, bm - I - k) in (am _ 2_ k , bm - 2- k) enthalten ist. Die Sequenz 1iefert
also einen Beitrag

~ t, falls I gerade ist oder falls es sich urn eine Hermite-Sequenz handelt,
und

~ I + 1, falls I ungerade ist und falls es sich nicht urn eine Hermite
Sequenz handelt.

Tritt del' ungunstigste Fall ein, dass die Sequenz einen Beitrag von I + 1
1iefert, so gilt j > 0, h.i = 2 und die Sequenz ist in Ex gestiitzt.

Offensichtlich lasst sich unsere Argumentation auch auf die zu X gehQrende
Hermite-Sequenz von Ex ubertragen.

Fur die beiden zu am-I und bm- I gehorenden Hermite-Sequenzen (man
beachte, dass k~m-1) stuckweise konstant ist) erhalten wir eine bessere
Abschatzung, da die erste Eins offensichtlich in Zm-1 nicht gezahlt wird und
eine eventuell auftretende nachfolgende Eins hochstens in rnm - 2 beruck
sichtigt, also hochstens mit dem Gewicht I versehen wird. Diese beiden
Sequenzen liefem deshalb in Meinen additiven Beitrag ~ 1- 1, falls I
wiederum die Lange del' Sequenz bezeichnet.

Summation uber aIle in Ex auftretenden Sequenzen liefert unter Beruck
sichtigung del' Aussage, dass Ex genau L~:il L'::--: ei,i + 1 Einsen enthiilt,
die Abschiitzung

m-2 m-2 i 2 m-l

Zm-1 + I rnq + 2 I rnq ~ I I ei,j - 1 + gx,
q~O q~O i~il j~O

und die Behauptung fo1gt aus Satz 3.2.
Zum Beweis dieses Satzes haben wir eine Idee von Lorentz [8] auf unsere

Betrachtungen ubertragen. Sein Theorem 1 und unsere Aussage unter
scheiden sich jedoch wesentlich in del' Art del' Nullstellenzahlung und lassen
sich aufgrund del' folgenden Uberlegung nicht direkt miteinander vergleichen:
Sei s(t) = CI(YI - t)+ + C2(YI - t)~ + c3(t - Y2)+, Y1 < Y2' C1C3 > O. 1st
CIC2 > 0, so besitzt s nach Lorentz die einfache unstetige Nullstelle (Y1 ,Y2),
wahrend unsere Betrachtungsweise keine Nullstelle liefert. 1st C2 = 0, so hat
s nach Lorentz die einfache stetige Nullstelle (Yl , Y2), wahrend wit in diesem
Fall Y1 als doppe1te Nullstelle charakterisiert haben. Fur C1C2 < 0 liefem
beide Betrachtungsweisen dieselbe Nullstellenvielfachheit 1. Dies zeigt, dass
jede del' beiden Abschatzungen in gewissen Grenzfallen scharfer sein kann
als die andere.
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Der Sonderfall m = 1 liefert das Problem der Interpolation durch
Treppenfunktionen, das offensichtlich genau dann frei ist, wenn die Inter
polationsknoten durch die Splineknoten getrennt werden. In den folgenden
Betrachtungen sei stets m ~ 2.

Unter einem Hermite-Problem (J) oder (J*) verstehen wir ein Inter
polationsproblem mit Knoten (1.1) und Inzidenzmatrizen (1.2) unter der
Zusatzvoraussetzung, dass

ei,j = 1

=0
und

e;,q = 1

=0

fUr j = 0, ... , lli - 1 ,°< lli ~ In, i = 0,... , 11 + 1
fUr j = l1i , ... , m - 1

(4.1)

fUr q = 0,... , k p - 1
, 0 < k p ~ m, p = 0,... , k + 1

fUr q = k p , ••• , m - 1

gilt. Die Beding.mgen (1.3)-(1.5) und (1.8) lauten damit:

k n+l

m + L k p = L lli;
p~1 i~O

k i2

m + L k p ~ L lli
p=l i=i1

XiI<Z:v<Xi2

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

fUr aIle Paare /1 , /2 mit °~ 11 ~ 12 ~ 11 + 1.
Fur die eindeutige Losbarkeit von Hermite-Problemen ist (4.5) nicht nur

notwendig, sondern auch hinreichend, da diese Bedingung aquivalent ist zu
der von Karlin [5, Chap. X, Theorem 1.1] gegebenen "interlacing condition."
In unseren weiteren Betrachtungen fordern wir die "strikte Verschdinkheits
bedingung":

In (4.5) gelte Gleichheit allein fUr das Indexpaar

(il,12) = (0,11+ 1). (4.6)

(4.6) hat zur Folge, dass keines der Interpolationsprobleme, die durch
Einschrankung von (J) auf [XiI' Xi,} mit (il' 12) =F (0,11 + 1) entstehen,
frei ist.
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SATZ 4.1. Unter den Voraussetzungen (4.1)-(4.6) sind die folgenden
Aussagen iiquivalent:

a. k = 0 oder k p - 0 mod(2) fur P = 1,... , k.

b. Fur beliebiges x E [-1, +1] besitzt k x auf (-1, +1) keinen
Vorzeichenwechsel.

c. Fur beliebigesfE Cm[-l, +l]undxE[-l, +1] gilt

j(X) - 3,,(f, x) = (_l)m K*(x) j<mlG(f, x»

mit '(f,x)E(-l, +1).

(4.7)

Beweis. a. ~ b. Fur x E Xo = {xo , Xl"'" Xn+l} verschwindet k x iden
tisch. 1st x E {[-1, +1]\Xo}, so besitzt Ex nur Hermite-Sequenzen, und aus
Satz (3.4) fo1gt unter Anwendung von (4.5): Zo ~ L~=l x. <z <x. k p • Dabei

• 1.1 p 1.2

bezeichnet (iI' i2)x das in (3.5) definierte, zu x gehOrende Indexpaar. Nach
Satz 3.3 kann k x auf keinem Teilintervall von (Xi ,Xi) identisch ver-

I 2

schwinden, und aus der Darstellung (3.2) erhalt man, dass k~q), q =
0, ..., k p - 1, in Zp ,p E {I, ... , k}, stetig ist und den Wert 0 annimmt. Foiglich
hat k x in Zp E (Xi ,Xi) eine Nullstelle der Ordnung ~ k p • Wir erhalten also
Zo = 2:::=1 x <z ~x kp und damit Gleichheit in allen verwendeten Abschat-

'1.1 11 2

zungen, insbesondere auch Gleichheit in (4.5). Die strikte Verschranktheits-
bedingung (4.6) liefert nunmehr (iI' i2)x = (0, n + 1) unabhangig von
X E {[-1, + l]\Xo}, und die Aquivalenz von a. und b. folgt, wei! der Kern k x

in (ao , bo) = (-1, +1) das Vorzeichen genau dann nicht andert, wenn er nur
Nullstellen gerader Ordnung in diesem Intervall hat.

b. ~ c. Dnter Verwendung von (2.7) und (1.7*) folgt f~~ k(x, t) dt =
(-l)m K*(x). Der Rest ist bekanntlich eine Standardargumentation.

Bevor wir zu der zu Satz 4.1 dualen Aussage kommen, sei erwahnt, dass
die duale Verschranktheitsbedingung

n

m + I ni ~ I k p

i=l P~PI

ZPl<a:i<ZP2

(4.5*)

fUr aIle Paare PI , P2 mit 0 ~ PI ~ P2 ~ k + 1 unter der Voraussetzung (4.6)
ebenfalls strikt ist. Mit der Schreibweise k x*(t) := k*(x, t) erhalten wir
somit:

SATZ 4.2. Unter den Voraussetzungen (4.1)-(4.6) sind die folgenden
Aussagen iiquivalent:

a. n = 0 oder ni = 0 mod(2) fur i = 1, ... , n.
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b. Fur beliebiges xE[-l, +1] besitzt k x* auf (-1, +1) keinen
Vorzeichenwechsel.

c. Fur beliebigesfE Cm[-1, +l]und x E [-1, +1] gilt

f(x) - 3 x*(f, x) = (-l)m K(x)f<ml(1)(f, x)) (4.7*)

mit YjU; x)E(-1, +1).

(4.7) und (4.7*) sind Fehlerdarstellungen vom Cauchy-Typ, in die der
Peano-Kern der jeweils dualen Quadraturformel multiplikativ eingeht. In den
Hillen der Polynominterpolation (k = 0 bzw. n = 0) sind diese Darstellungen
hinlanglich bekannt.

KOROLLAR 4.3. Sei (4.1)-(4.6) erfilllt. Falls die zu (J) bzw. (J*) gehorenden
Interpolationsfehler die Darstellungen (4.7) bzw. (4.7*) besitzen, haben die
Peano-Kerne K* bzw. Kim Intervall [-1, I] maximale Nullstellenzahl.

Beweis. Wir zeigen die Aussage fiir den Kern K* in (4.7), der gemiiss
Korollar 2.3 die Darstellung K*(x) = (-l)mlm! {xm - 3xCxm)} besitzt. Da
aile k p gerade sind, hat K* nach Micchelli [9] hOchstens m + k1 +
k 2 + ... + k 1c Nullstellen. Aber K* besitzt an den Interpolationsknoten
Xo, Xl'"'' xn+l schon insgesamt no + n l + ... + I1 n+l stetige Nullstellen,
und die Behauptung faIgt wegen (4.4).
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